ALGEBRA COMPUTACIONAL

ALGEBRA CONMUTATIVA Y GEOMETRIA ALGEBRAICA AFIN DESDE EL PUNTO DE VISTA
ALGORITMICO

El objetivo del curso es introducir temas basicos del algebra conmutativa y de la ge-
ometria algebraica, a través de la perspectiva del algebra computacional.

En los anos 60, Buchberger desarrollé algoritmos para la manipulacién de ecuaciones
polinomiales en varias variables. Desde la 6ptica del dlgebra conmutative (o de la geometria
algebraica afin), su trabajo peude resumirse diciendo que Buchberger creé un algoritmo que
permite, dado un ideal I del dlgebra de polinomios k[x1,...,z,], encontrar un conjunto
finito de generadores de I, con buenas propiedades — las por él llamadas base de Grobner.

En este curso estudiaremos, junto con el algoritmo mencionado, las propiedades bésicas
de las bases de Grobner, asi como las primeras aplicaciones de estas técnicas: resolucion de
sistemas polinomiales, parametrizacion de variedades afines, el problema de la implicitacién.
Aprovecharemos para dar los primerisimos pasos en el estudio de la geometria algebraica
afin.

Estudiaremos algunas implementaciones de los algoritmos presentados en el curso en
clases de discusién préctica (usando SAGE).

CARGA HORARIA: Se dardn dos clases tedricas y una clase practica (de discusién de
ejercicios e implementacién de los algoritmos).

PRERREQUISITOS: Un curso de que cubra las nociones bésicas de la teoria de anillos
conmutativos.

Date: October 14, 2019.



ALGEBRA CONMUTATIVA Y GEOMETRIA ALGEBRAICA AFIN DESDE EL PUNTO DE VISTA ALGORITMICO

PROGRAMA
1. Repaso de anillos de polinomios. Topologia de Zariski, subvariedades de k™ (var-
iedades algebraicas afines). Parametrizaciones de variedades afines. Anillos, ideales,
definiciones bdsicas, ideales primos y maximales. Polinomios en una variable. (4

clases )

2. Bases de Grobner. Presentacion de los problemas que motivan la construccion.
Anillos graduados. Ordenes en los monomios de k[z1,...,x,]. Algoritmo de di-
visién en k[xy,...,xz,]. Ideales monomiales, lema de Dickson. (4 clases )

3. Teorema de la base de Hilbert. Bases de Grobner y generacién finita de ideales.
Bases de Grobner; propiedades. El algoritmo de Buchberger. Bases de Griébner
minimales y reducidas. (4 clases )

4. Primeras aplicaciones de bases de Groébner. Pertenencia a ideales. Resolucién de
ecuaciones polinomiales. Descripcién del ideal asociado a una subvariedad de k"
descrita paramétricamente. (3 clases )

5. Mejoras al algoritmo de Buchberger. (1 clase )

6. Conceptos bésicos de la geometria algebraica afin. Nullstellensatz débil. Anillos
noétherianos, anillos artinianos. Suma, interseccién y producto de ideales, su in-
terpretacion geométrica. Ideales radicales, radical de Jacobson. Ideales primarios,
Nullstellenstaz fuerte. La correspondencia ideales—variedades. (4 clases )

7. Descomposici’on primaria. Descomposici’on de variedades en componentes irre-
ducibles. Producto tensorial. Producto de variedades afines. Morfismos entre
variedades afines. (3 clases )

8. Teoria de la eliminacién. Teoremas de eliminacién y extension. Geometria de la
eliminacién. Implicitacién. Puntos singulares. Factorizacién unica y resultantes.
resultantes yel teorema de extension. (4 clases )

BIBLIOGRAFIA COMENTADA

e Cox Little y O’Shea Ideals, Varieties and Algoritms. (13Pxx COXi) Es la base del
curso se trataran los capitulos 4, 1 y 2 més o menos en ese orden. Usaremos la
ultima edicién, accesible a través del portal Timbd.

e Cox Little y O’Shea Using Algebraic Geometry. (14-01 COXu) Sélo lo puse como
referencia, es en algin sentido la continuacién del libro anterior.

e Kinsenbud, D Commutative algebra with a view toward algebraic geometry. Contiene
casi todos los temas del curso, pero asume conocimientos de algebra conmutativa,
y no hace énfasis en los aspectos algoritmicos.



